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Osnove matematicke logike

U svakodnevnom zivotu i radu, na temelju razmisljanja, prosudivanja i1 zakljucivanja
iskazujemo odredene ideje 1 tvrdnje. Zakonitosti 1 pravilnosti koje spoznajemo formiramo u
jednostavne ili slozene recenice te se one u tom obliku dalje koriste ili istrazuju. Znanstvena
disciplina koja se bavi prouavanjem vjestina misljenja, raspravljanja, na¢inima spoznavanja te
vrstama pravilnog zaklju¢ivanja naziva se logika. Grcki logos (Adyoc) znaci rijec, govor,
tvrdnja, dokaz, zakljucak, razmisljanje.

Matematicka logika je znanstvena disciplina koja se bavi prou¢avanjem naéina spoznavanja i
pravila zaklju€ivanja vezanih za matematicke pojmove, izjave 1 operacija s izjavama te
matematickim dokazima. Matematicka logika je jako vazan i vrlo razvijeni dio matematike koji
ima Siroku primjenu kako u drugim granama matematike, tako i u drugim znanostima. Ovdje se
obraduje samo mali dio koji se odnosi na klasi¢nu logiku sudova: na pojmove, simbole te
operacije s izjavama.

Sud. Vrijednost istinitosti.

Svaki Covjek misli moze izrazavati na razliCite nacine, bilo verbalno, bilo neverbalno. Ipak,
najcesce se sluzi reCenicama. Za recenice kojima se neSto tvrdi kazemo da su deklarativne.
Nekim deklarativnim reéenicama izricu se istinite tvrdnje, a nekima lazne tvrdnje. Za neke
deklarativne recenice se moze utvrditi istinitost, a za neke ne. Deklarativne reCenice mogu biti
smislene, ali i dvosmislene itd. Kada uzmemo u obzir samo smislene deklarativne reCenice za
koje se moze utvrditi istinitost onda kazemo da smo tom recenicom izrekli sud.

Sud (izjava, iskaz) je osnovni pojam matemati¢ke logike koji se ne definira. Ipak, da bi
stvorili predodzbu, valjanu misao, o tom pojmu, u intuitivnom smislu prema prethodno
opisanom, kaZzemo da je sud svaka smislena izjavna recenica za koju se moze utvrditi je li
istinita ili lazna. Ako je izjavna reCenica istinita onda za nju kazemo da je istinit sud, a ako je
re¢enica lazna, onda kaZzemo da je lazni sud. Za recenicu koja nije izjavna ili se ne moze
utvrditi je li istinita ili lazna kazemo da nije sud.

Primjer 1. Ispitati koje su od sljedecih recenica sudovi i kakav sud. Objasniti zakljucak.
Jedan plus jedan jednako je 2.

Broj Cetiri je veci od broja sedam.

X—3=4.

Koji je danas dan?

Dobar dan! (Dovidenja!)

Ja sada govorim laz.

P =x?

NooakwbdpE

ObrazloZenje:

1. Prvarecenica predstavlja tvrdnju koja je istinita pa ona predstavlja istiniti sud.

2. Druga recenica predstavlja tvrdnju koja nije istinita pa ona predstavlja lazni sud.

3. Ovim simboli¢kim zapisom dana je jednakost u kojoj je jedan ¢lan nepoznat pa se ne moze
ustanoviti je li ta jednakost istinita ili lazna. Stoga ova tvrdnja nije sud. Ako bi se umjesto
nepoznate vrijednosti uzela odredena vrijiednost, onda bi jednakost bila sud. Npr. za x=7
jednakost 7—3=4 je istiniti sud, aza Xx=5 jednakost 5-3=4 je lazni sud.

4. Cetvrta redenica nije izjavna (deklarativna) ve¢ upitna pa nije sud.



5. Ove recenice nisu izjavne ve¢ uskli¢ne pa nisu ni sud.

6. Ovom reCenicom tvrdim da lazem. To znaci da nije istina kada kazem da lazem, tj. tada
govorim istinu. No, to je u suprotnosti s izjavom da govorim laz. Stoga ovo nije sud jer se
ne moze odrediti njegova istinitost.

7. Ova formula nije sud jer ne znamo §to je P, a §to X te se ne moze utvrditi njezina istinitost.
Ako kazemo: Velicina povrsine kvadrata P, cija je stranica duljine X, racuna se po

formuli P = x* onda je ta re¢enica istiniti sud. ¢

U radu sa sudovima ne zanima nas sadrzaj suda ve¢ vrijednost istinitosti tog suda. Sudove
¢emo u nastavku oznacavati malim pisanim slovima: X, Y, p, ¢, ... Vrijednost istinitosti suda

iskljuenja tre¢eg). Kada je vrijednost istina koristi se oznaka T (ili 1) Sto ¢itamo ,,TE®, a kada
je vrijednost /az koristi se oznaka L (ili 0) $to ¢itamo ,,NE TE®“. Ako je neki sud p istinit
pisemo: z(p) =T ili z(p)=1. Ako neki sud q nije istinit pisemo 7(q) =_L ili z(q)=0. Simbol
T je grcko slovo ,,TAU®.

Primjer 2. Dane su sljedece recenice: Broj -2 je veci od broja 7; Kub broja 2 je broj 8; Broj 13
je veci od broja 7 i manji od broja 5; Broj jedan je mali broj. Odredite vrijednost istinitosti
danih recenica i zapisite to simbolicki.

ObrazloZenje:
Prva reCenica predstavlja lazni sud ( p) pa se moze pisati 7(p)=L. Bududi se cijela recenica

moze simboli¢ki zapisati kao: —2>7, za vrijednost istinitosti suda mozemo =zapisati
7(-2>7)=L.

Duga reenica predstavlja istiniti sud (g ) pa mozemo pisati: 7(q) =T ili 7(2°=8)=T.

Treca reCenica predstavlja lazni sud (s). Simbolicki se recenica moze zapisati u obliku
proSirene nejednakosti 7<13<5 pa za vrijednost istinitosti suda pisemo: z(s)=L ili

7(7<13<5)=1L.

Zadnja reCenica nema smisla pa ne predstavlja sud. Ako bi umjesto toga rekli npr. Broj jedan je
najmanji prirodan broj, onda bi to bio isitniti sud i pisali bi z(r)=T.e

Sud moze biti elementaran i sloZzen. Za sudove p i q iz prethodnog primjera kazemo da su

elementarni. Kada elementarne sudove poveZzemo logi¢kim operacijama dobivamo sloZeni sud.
Sud s iz prethodnog primjera je slozeni sud.

Operacije sa sudovima

Povezivanjem jednostavnih re¢enica koje predstavljaju elementarne sudove veznicima ne, i, ili,
ako...onda, ako i samo ako (onda i samo onda) gradimo slozene recenice, odnosno sloZene
sudove. Za tako dobivene recCenice se takoder moze utvrditi jesu li istinite ili lazne, §to ovisi o
vrijednosti istinitosti recenica od kojih su izgradene. Veznici pomocu kojih elementarne
sudove povezujemo u slozene su logi¢ke operacije sa sudovima.



Najjednostavnija logi¢ka operacija je operacija negacije i ona je unarna operacija jer se
operacija negacije vrsi nad jednim sudom. Osnovne logi¢ke operacije koje se vrSe izmedu
dvaju sudova su konjunkcija, disjunkcija, implikacija i ekvivalencija te se nazivaju binarnim
operacijama.

Za ispitivanje vrijednosti istinitosti sloZzenih sudova, radi jednostavnosti i preglednosti koriste
se tablice, za koje se krace kaze da su tablice istinitosti (ili semanticke tablice). Na primjer,
tablica istinitosti za dva suda je tablica 1.

Wy

Operacija

el
—A ||

-

Tablica 1. Tablica istinitosti

Iz tablice 1 se vidi da tablica istinitosti za dva suda ima 4 retka (2° = 4 razli¢itih moguénosti),
za tri suda ¢ée imati 8 redaka (2° =8 razli¢itih moguénosti), itd. Opéenito, tablica istinitosti za
n razli¢itih sudova ¢e imat 2" redaka (razli¢itih mogucnosti).

Za dva (slozena) suda kazemo da su semanticki jednaki (ili krace, jednaki) ako su im
pripadne semanticke tablice jednake. Oznaka za semanti¢ku jednakost sudova je =, $to ¢emo
Citati “jednako je”.

Negacija

Negacija suda p je iskaz koji negira ono §to se tvrdi sudom p. Oznaka za negaciju suda pje
—p Sto ¢itamo ,,non p* ili ,,nije p*.

Negacija u obi¢nom govoru odgovara rijeci ,,ne”. Ako je p istiniti sud, tada je negacija —p
lazan sud. Ako je p lazan sud, tada je negacija —p istinit sud. Dvostruka negacija suda p je
sud p: —(—p)= p. Tablica istinitosti negacije suda p je dana (dva na¢ina) u tablici 2.

2|7 2 | =7
T 1 1 ]
1 T 0 1

Tablica 2. Tablica istinitosti negacije suda



Primjer 3: Postavite negaciju i dvostruku negaciju suda p : Kvadrat je cetverokut te ispitajte
istinitost dobivenih sudova.

Negacija suda p je sud —p: Nije istina da je kvadrat cetverokut, odnosno Kvadrat nije
Cetverokut. Buduéi je pistiniti sud, 7(p)=T, negacija suda nije istinit sud, z(—p)=_L.
Dvostruka negacija suda p je sud —(—p): Nije istina da nije istina da je kvadrat Cetverokut,
odnosno Nije istina da kvadrat nije cetverokut, a to zna¢i da Kvadrat jest cetverokut. Kako je
negacija suda —p lazan sud, z(—p)=_L1, to je negacija negacije suda istinit sud,

r(—.(ﬁp)) =T te piSemo: —(—p)=p ¢
Primjer 4: Postavite negaciju suda rijecima i simbolicki, p: Broj 13 je veci od broja 7.

Negacija suda p je sud —p: Broj 13 nije veéi od broja 7. Ako jedan broj nije veéi od drugog
broja, onda moze biti jednak drugom broju ili manji od drugog broja. To znaci da se negacija
suda p moze postaviti na sljede¢i nacin: Broj 13 je manji ili jednak broju 7. Simboli¢ki:
—(13>7)=13<7.¢

Konjunkcija

Konjunkcija dvaju sudova p i q je sud koji je istinit ako i samo ako su oba suda p i q
istinita. Oznaka za konjunkciju sudova p i g je pAqQ §to ¢itamo,,p 1 q“, amozei,, p et q
“ (lat. et znac¢i i). Dakle, konjunkcija u obi¢nom govoru odgovara vezniku ,,i“. Tablica
istinitosti konjunkcije dvaju sudova pAq dana je u tablici 3, a crvenom bojom je istaknuto
bitno svojstvo opisano definicijom.

2| g pPrg P q pAg
T T T 1 1 1
T |1 4 1 0 0]
LT 4 1] 1 1]
111 1 0 0] 0

Tablica 3. Tablica istinitosti konjunkcije sudova

Primjer 5. Od sudova p: Broj 8 je djeljivs 2 i q: Broj 8 je djeljiv s 4 izgradite novi sud
koriste¢i konjunkciju, a zatim ispitajte istinitost dobivenog suda.

Konjunkcija sudova p i q je sud paq: Broj 8 je djeljivs 2 i broj 8 je djeljiv s 4, odnosno
Broj 8 je djeljivs 2 i s 4. S obzirom da su oba suda istinita, na temelju tablice 3 zaklju¢ujemo
da je konjunkcija tih sudova istiniti sud. Simboli¢ki: iz 7(p) =T,7(q) =T slijedi z7(pAQ)=T .

Ako bi za jedan sud uzeli lazni sud, onda bi i konjunkcija tih sudova bio lazni sud. Npr. ako
umjesto suda g uzmimo sud q': Broj 8 je djeljiv s 3, onda je konjunkcija tih sudova sud

pAqQ':Broj 8 jedjeljivs 21i 3, pa je prema tablici 3 to lazni sud. ¢



Disjunkcija

Disjunkcija (inkluzivna) dvaju sudova p i q je sud koji je istinit ako i samo ako je bar
jedan od sudova p i q istinit. Oznaka za disjunkciju sudova p i q je pwvq Sto ¢itamo ,, p ili
q“ amozei,p vel g (lat. vel znaci ili). Dakle, disjunkcija u obi¢nom govoru odgovara
vezniku ,,1li”.

U ovoj definiciji, veznik ili ima slabiji (inkluzivni) smisao jer se dopusta da istodobno vrijede
obasuda: ili p ili g ili oba. Stoga se ova operacija jo§ naziva inkluzivna disjunkcija. Pored nje
postoji ekskluzivna disjunkcija koja dopusta istinitost samo jednog od sudova, ali ne i oba.

Ekskluzivna disjunkcija dvaju sudova p i g je sud koji je istinit ako i samo ako je samo
jedan od sudova p i q istinit. Oznaka je pvq Sto ¢itamo ,, p ekskluzivno ili g .

U naSem svakodnevnom govoru veznik ,,ili" ponekad ima inkluzivni smisao, a ponekad
ekskluzivni. Na primjer ako kazemo: Popodne ¢u spavati ili Citati knjigu smisao veznika ili je
inkluzivni jer to popodne mozemo spavati ili ¢itati knjigu ili oboje (malo spavati, malo Citati).
Ali, ako kazemo Ja sam rodena u Cetvrtak ili petak smisao veznika ili je ekskluzivni jer sam
rodena ili u Cetvrtak ili u petak, no oboje ne moze biti. Tablica istinitosti inkluzivne i
ekskluzivne disjunkcije dvaju sudova p i g dana je u tablici 4, a crvenom bojom je istaknuto
bitno svojstvo opisano definicijom.

p|lag| pve pvg pla| pveg pvg
T|T T 1 1|1 1 0
T L T T 1|0 1 1
L]T T T o] 1 1 1
1] 4L 1 1 ] 0 0 0

Tablica 4. Tablica istinitosti disjunkcije sudova

Primjer 6. Uzmimo dva pravca a i b jedne ravnine te promatrajmo sljedeca dva suda: p-
Pravci a i b su paralelni i g-Pravci a i b se sijeku.

Ako isklju¢imo mogucénost da se pravci a i b preklapaju (slika 1c), onda je samo jedan od
danih sudova istinit sud, tj. ako je sud pistinit, onda je sud qlazan sud i obrnuto (Slika 1a,

slika 1b). U tom sluc¢aju, sud prema ekskluzivnoj disjunkciji, pv q: Pravci a i b su paralelni
ili se sijeku je istinit sud jer jedno iskljucuje drugo, i sud prema inkluzivnoj disjunkciji, pvQq:
Pravci a i b su paralelni ili se sijeku je istiniti sud jer je dovoljno da barem jedan od sudova
p i g bude istinit.

/X

Slika 1: Dva pravca jedne ravnine




Ako dopustimo moguénost da se pravci a i b preklapaju (sve tocke su im zajednicke, poseban
slu¢aj paralelnosti), onda oba suda mogu biti istinit sud (slika 1c). U tom slucaju je sud prema
ekskluzivnoj disjunkciji, pvq: Pravci a i b su paralelni ili se sijeku lazan sud, a sud prema

inkluzivnoj disjunkciji, pvq: Pravci a i b su paralelni ili se sijeku je istiniti sud. ¢

Napomena: U daljnjem radu, ako se koristi samo naziv disjunkcija onda se smatra da se radi o
inkluzivnoj disjunkciji.

Kako se vr$i negacija konjunkcije i disjunkcije iskazano je De Morganovim formulama:

(a) Negacija konjunkcije dvaju sudova jednaka je (semanticki) disjunkciji negacija tih
sudova. Simbolicki:

—(pAd)=(=p)v(-a).

Primjer 7. Konjunkcija dvaju sudova pAq glasi: Broj 8 je djeljivs 2 i s 4. Kako je ova
recenica skraceni oblik recenice: Broj 8 je djeljiv s 2 i broj 8 je djeljiv s 4., iz tog suda ¢itamo
dajesud p:Broj8jedjeljivs2,asud q je: Broj 8 je djeljiv s 4.

Negacija konjunkcije —( p A q) glasi: Nije istina da je broj 8 djeljiv s 2 i da je broj 8 djeljiv s

4. ili krace: Nije istina da je broj 8 djeljivs 2 i 4. To znaci da broj 8 nije djeljiv s barem jednim
od brojeva 2 i 4; odnosno, broj 8 nije djeljiv s 2 ili broj 8 nije djeljiv s 4 ili broj 8 nije djeljiv ni
s 2 ni s 4. Krace kazemo: Broj 8 nije djeljiv s 2 ili nije djeljiv s 4.

S druge strane, negacije pojedina¢nih sudova su: —p: Broj 8 nije djeljivs 2, —q je: Broj 8
nije djeljiv s 4 pa je disjunkcija tih sudova sud (—p)v(—q): Broj 8 nije djeljiv s 2 ili nije
djeljiv s 4.

Dakle, dobili smo jednake sudove: —(pAq)=(—p)v(—q). S obzirom da je polazni sud
p A(q istinit, negacija ovog suda —( pAq) je lazan sud. ¢

(b) Negacija disjunkcije sudova jednaka je (semantic¢ki) konjunkciji negacija tih sudova.
Simbolicki:
=(pva)=(=p)a(=a).

Primjer 8. Uzmimo dva pravca a i b jedne ravnine te promatrajmo sljedeca dva suda: p -
Pravci a i b su paralelni i q- Pravci a i b se sijeku (Slika 1). Disjunkcija ovih dvaju
sudova pvq glasi: Pravci a i b su paralelni ili se sijeku (vidjeti primjer 6).

Negacija disjunkcije —( pv q) glasi: Nije istina da su pravci a i b paralelni ili da se sijeku.
To znaci: Pravci a i b nisu paralelni i ne sijeku se.

S druge strane, negacije pojedinacnih sudova su: —p: Pravci a i b nisu paralelni, —q je:
Pravci a i b se ne sijeku pa je konjunkcija tih sudova sud (—p)A(—q): Pravci a i b nisu
paralelni i pravci a i b se ne sijeku. ili krac¢e: Pravci a i b nisu paralelni i ne sijeku se.



Dakle, dobili smo jednake sudove: —(pvq)=(—p)A(—q). S obzirom da je polazni sud
p\vq istinit sud (vidjeti primjer 6), negacija ovog suda —(pv q) je lazan sud. ¢

Implikacija

Implikacija dvaju sudova p i g je sud koji je lazan ako i samo ako je sud pistinit, a sud g
lazan. (Iz istine ne moze slijediti laz.) Oznaka za implikaciju sudova p i q je p=(Q Sto
¢itamo: ,,iz pslijedi q“; ,, p povlaéi q*; ,, p impliciraq“, odnosno ,,ako je p, onda je q*“;
,»(J je nuzan uvjet za p“; ,, p je dovoljan uvjet za q . Dakle, implikacija u obi¢nom govoru
odgovara veznicima ,,ako ..., onda“. Tablica istinitosti implikacije dvaju sudova p = q dana
je u tablici 5, a crvenom bojom je istaknuto bitno svojstvo opisano definicijom.

P q rp=4q P |lg | P=4q
T T T 1 1 1
T | L 1 1 ] 0
1 T T 011 1
L | L T 0|0 1

Tablica 5. Tablica istinitosti implikacije sudova

Primjer 9. Od sudova p : Cetverokut ABCD je kvadrat i q: Cetverokut ABCD je pravokutnik

izgradite novi sud koriste¢i implikaciju, a zatim ispitajte istinitost dobivenog suda, sluzeci se
pri tome Cetverokutima ABCD sa slike 2.

Implikacija p=> q glasi: Cinjenica da je cetverokut ABCD kvadrat povlaéi da je cetverokut
ABCD pravokutnik, odnosno: 4ko je cetverokut ABCD kvadrat onda je on pravokutnik.

Ako uzmemo cetverokut ABCD sa slike 2a, onda su p i qlazni sudovi, a implikacija p=(
je istiniti sud. Ako uzmemo cetverokut ABCD sa slike 2b, onda su p i qistiniti sudovi (svaki
kvadrat je pravokutnik) i implikacija p = q je istiniti sud. Ako uzmemo ¢etverokut ABCD sa
slike 2c, onda je sud p lazan sud, a sud q je istiniti sud, pa je implikacija p = g istiniti sud.

D

(a) (b) (c)
Slika 2: Cetverokut ABCD



Implikacija q = pglasi: Ako je cetverokut ABCD pravokutnik onda je on kvadrat.

Ako je ABCD cetverokut sa slike 2. lijevo, onda su g i p lazni sudovi, a implikacija q = p je
istiniti sud. Ako je ABCD cetverokut sa slike 2. u sredini, onda su p i qistiniti sudovi i
implikacija g = p je istiniti sud. Ako je ¢etverokut ABCD sa slike 2. desno, onda je sud g
istiniti sud, a sud p lazan sud, pa je implikacija q = p lazan sud (iz istine ne moze slijediti
laz).

Na temelju promatranih implikacija i njihove istinosne vrijednosti moze se uociti da za
Cetverokut sa slike 2, lijevo vrijedi: implikacija p = je istiniti sud i implikacija q= p je
isitinit sud, dok za Cetverokut sa slike 2, desno vrijedi: implikacija p=q je istiniti sud, a
implikacija = p nije isitinit sud. Dakle, ako je implikacija p = qistiniti sud, onda
implikacija q= pmoze (ali ne mora) biti istinita. U prvom sluc¢aju kazemo da implikacija
vrijedi u oba smijera. ¢

Napomena: Kada se pomocu logic¢ke operacije implikacije od sudova p i g gradi slozeni sud
p=¢q ili g= p, izmedu sudova p i q se uspostavlja veza, ali ta veza ne izrazava vezu
izmedu sadrzaja sudova p i1 q veC se veza razmatra samo sa stajaliSta njihove vrijednosti
istinitosti. S druge strane, kada se u svakodnevnom govoru Koristi “ako je ..., onda je”,
najceS¢e se podrazumijeva odredena uzrocno posljedi¢na veza pa treba paziti da se Citanje
implikacije p = g sa “ako je p, onda je q” ne tumaci u smislu uzro¢no posljedi¢ne veze, ve¢
samo s aspekta istinosne vrijednosti u odnosu na istinitosne vrijednosti pojedina¢nih sudova od
kojih je izgraden.

Primjer 10. Promotrimo sljedece sudove: p - Tri puta tri je devet, q - Dva plus dva je pet, r -

Euklid je grcki matematicar, s - Platon je hrvatski filozof te ispitajmo istinitost implikacija:
p=r, p=s,q=rigq=s.

Sudovi p i r su istiniti sudovi, a sudovi gi slazni sudovi.

Implikacija p=r glasi: 4ko je tri puta tri devet, onda je Euklid grcki matematicar i to je
istinit sud. Implikacija p=s glasi: Ako je tri puta tri devet, onda je Platon hrvatski filozof i
to je lazni sud (iz istine ne moze slijediti laz).

Implikacija q=r glasi: Ako je dva plus dva pet, onda je Euklid grcki matematicar i to je
istinit sud. Implikacija g = s glasi: Ako je dva plus dva pet, onda je Platon hrvatski filozof i to
je istinit sud.

Na temelju ovog primjera vidimo da iskazani sudovi ne odgovaraju upotrebi veznika “ako ...,

onda” na koju smo navikli u svakodnevnom govoru jer zasigurno Euklid nije postao grcki
matematicar zbog toga Sto dva plus dva nije pet. ¢

Negacija implikacije p=q je sud —(p=>q) koji je istinit kada je implikacija laZan sud i
obrnuto. MoZe se pokazati da su implikacija p = q i disjunkcija (—p)v g semanticki jednaki
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sudovi. Stoga se negacija implikacije ﬁ(p:>q) moze odrediti kao negacija promatrane
disjunkcije —|((—|p)\/q), $to primjenom de Morganove formule prelazi u konjunkciju
p A(—q). Dakle, negacija implikacije moze se vrsiti po formuli:—~(p=q)=pA(—q).

Primjer 11. Promotrimo implikaciju p = g zadanu na sljede¢i na¢in: Ako je prirodan broj n
djeljiv s 10, onda je taj broj djeljivis 5.

S obzirom da u ovoj recenici ne znamo o kojem prirodnom broju n je rije¢, ne mozemo
ustanoviti istinosnu vrijednost implikacije pa ne mozemo govoriti 0 sudu. Medutim, ako
uzmemo konkretan prirodan broj, npr. n=70, ondasu p - Prirodan broj 70 je djeljivs 101i g

- Prirodan broj 70 je djeljiv s 5 istiniti sudovi pa je istinita i implikacija p=(q, tj. Ako je
prirodan broj 70 djeljiv s 10 onda je taj broj 70 djeljiv s 5 je istiniti sud.

Izvr§imo negaciju implikacije po formuli: —|(p:>q)z p/\(—|q). Negacija suda q glasi:
Prirodan broj 70 nije djeljiv s 5 i to je lazni sud. Kako je p - Prirodan broj 70 je djeljiv s 10
istiniti sud, konjunkcija p A(—q) - Prirodan broj 70 je djeljiv s 10 i taj broj nije djeljiv s 5 je

lazni sud. ¢

Ekvivalencija

Ekvivalencija dvaju sudova p i q je sud koji je istinit samo ako su oba suda p i g istinita
ili ako su oba suda p i g lazna. Oznaka za implikaciju sudova p i q je p<( Sto ¢itamo:
,» p ekvivalentno q”, odnosno ,, p je ako i samo ako je q“, odnosno ,,p je onda i samo
onda kada je q ‘. Dakle, ekvivalencija u obi¢nom govoru odgovara veznicima ,,ako i samo
ako® te ,,onda i samo onda“. Tablica istinitosti implikacije dvaju sudova p<>q dana je u
tablici 6, a crvenom bojom je istaknuto bitno svojstvo opisano definicijom.

P la | Pr=4qg P lg | Py
T1T T 1 1 1
T |1 1 1 0 0
11T 4 0]z 0
1] L T ol o 1

Tablica 6. Tablica istinitosti ekvivalencije sudova

Primjer 12: Od sudova p - Prirodan broj 48 je djeljivis 6 i q - Prirodan broj 48 je djeljivi s 2
I s 3 izgradite novi sud koristeci ekvivalenciju, a zatim ispitajte istinitost dobivenog suda.

Ekvivalencija p < q je sud: Prirodan broj 48 je djeljivi s 6 ako i samo ako je taj broj djeljivi s
21 3.Sobziromdasu p i q istiniti sudovi i slozeni sud p <> q izgraden ekvivalencijom je
istiniti sud.
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Ako bi umjesto suda g uzeli sud r - Prirodan broj 48 je djeljivi s 3 i s 5, koji je laZzan sud onda
bi i ekvivalencija p < r, koja glasi: Prirodan broj 48 je djeljivi s 6 ako i samo ako je taj broj
djeljivis 3155, bilalazan sud. ¢

Ekvivalencija dvaju sudova se moze izgraditi i kao konjunkcija dviju implikacija. Simboli¢ki:
pea=(p=a)a(a=p)

Drugim rije¢ima, ekvivalencija je istiniti sud samo onda kada su obje implikacije istiniti sudovi
(jer je konjunkcija dvaju sudova istiniti sud samo onda kada su oba suda istinita).

Primjer 13. Ekvivalencija p < q iz primjera 12 je istiniti sud: Prirodan broj 48 je djeljivi s 6
ako i samo ako je taj broj djeljivis 21i 3.

Koriste¢i ovu ekvivalenciju moZzemo postaviti sljedece implikacije: Ako je prirodan broj 48
djeljiv s 6 onda je taj broj djeljivs 2i 3 (p=q) i Ako je prirodni broj 48 djeljivs 2 i 3 onda je
taj broj djeljiv s 6 (q= p). Obje implikacije su istiniti sudovi pa je i njihova konjunkcija
istiniti sud.

Promotrimo implikacije u primjeru 9, koriste¢i sliku 2c. Implikacija p=q glasi: Ako je
cetverokut ABCD kvadrat onda je on pravokutnik. Ova implikacija je istiniti sud jer je p lazni
sud, a q istiniti sud. Implikacija q = pglasi: 4ko je cetverokut ABCD pravokutnik onda je on
kvadrat. Ova implikacija je lazni sud jer je q istiniti sud, p lazni sud (a iz istine ne moze
slijediti laZ). Stoga je i konjunkcija ovih implikacija (p:>q)/\(q = p) lazni sud, kao i
ekvivalencija p < q, koja glasi: Cetverokut ABCD je kvadrat ako i samo ako je taj cetverokut
pravokutnik. e

Negirati ekvivalenciju znacilo bi negirati konjunkciju dviju implikacija, $to se izvodi po De
Morganovoj formuli za konjunkciju i pravilu negacije implikacije. Odabir primjera prepustamo
Citatelju.

Predikati. Kvantifikatori

Veé smo vidjeli (Primjer 1, str. 3) da recenica npr. Broj x je paran broj nije sud jer sadrzi
nepoznati broj pa se ne moze ustanoviti njezina istinitost. No, kada se umjesto x uzme
konkretan broj onda re¢enica postaje sud (istinit ili lazan). Npr. Broj 8 je paran broj je istiniti
sud, a Broj 7 je paran broj je lazni sud.

Izjavna recenica koja sadrzi jednu ili viSe nepoznanica i koja postaje sudom kada nepoznanica
poprimi odredenu vrijednost naziva se predikat. Ako je u recenici jedna nepoznanica X onda
govorimo o predikatu p(X), ako su dvije nepoznanice x i y, onda govorimo o predikatu

p(X,y), itd. Npr. reéenica iz primjera 9: Ako je prirodan broj n djeljiv s 10, onda je taj broj
djeljivis 5. je predikat p(n).
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Kada ispitujemo za koje vrijednosti nepoznanice (iz promatranog skupa) predikat p(x) postaje

istiniti sud uo¢avamo da su neki predikati istiniti (ili lazni) za bilo koju vrijednost nepoznanice
X, neki su istiniti (lazni) samo za neke vrijednosti nepoznanice x, a neki su istiniti (lazni)
samo za jednu vrijednost nepoznanice x. Za koliko x-eva predikat p(x) postaje istiniti sud

iskazujemo simbolickim oznakama koje nazivamo kvantifikatorima (kolicitelji; lat. quantum -
koliko).

Kvantifikator je logi¢ki operator koji iskazuje koliko matemati¢kih objekata (nepoznanica)
posjeduje odredeno svojstvo (predikat Cini istinitim). Imamo dvije vrste kvantifikatora:
univerzalni (V) i egzistencijalni (3). Ukoliko neka tvrdnja vrijedi (odnodno ne vrijedi) u svim
slu¢ajevima, bez obzira koji broj ili objekt uzeli, odnosno predikat p(x) je istiniti (laZzan) sud
bez obzira na vrijednost nepoznanice x, koristimo univerzalni kvantifikator VX te ¢itamo
. za svaki x .

Primjer 14. ReCenica: Kvadrat svakog realnog broja x je nenegativan (veci ili jednak nuli) je
predikat p(x) koji postaje istiniti sud za bilo koju vrijednost realnog broja x. Npr.

(—2.5)2 =6.25,0° =0, 16> =256 itd., a brojevi 6.25,0, 256su nenegativni. Simbolicki 0vaj

predikat mozemo zapisati: (vxeR)(x>>0). ¢

Napomena: U daljnjem radu, ako za broj nije istaknuto kojem skupu brojeva pripada, onda ¢e
se pod brojem podrazumijevati realni broj. Npr. Ako predikat iz prethodnog primjera

zapisemo: (Wx)(x?>0) onda smatramo da je x realan broj.

Ukoliko neka tvrdnja vrijedi samo u odredenim slu¢ajevima, odnosno predikat p(X) je istiniti
sud samo za neke vrijednosti nepoznanice x, koristimo egzistencijalne kvantifikatore. Ako
tvrdnja vrijedi samo za neke brojeve ili objekte koristimo kvantifikator 3x sto ¢itamo ,,postoji
(barem jedan) x“. Ako tvrdnja vrijedi tocno za jedan broj ili objekt koristimo kvantifikator
3IX te ¢itamo ,,postoji tono jedan x “. Kvantifikatori se mogu medusobno kombinirati.

Primjer 15. Predikate iskazane sljede¢im reCenicama zapisite simbolicki te ispitajte njihovu
istinitost.

(@) Postoji broj koji je veci od 50.

(b) Od svakog broja postoji veéi broj.

(c) Za prirodne brojeve vrijedi komutativnost zbrajanja.

(d) Nije svaki koli¢nik realnih brojeva realan broj.

(e) Samo jedan broj pomnozen s 3 daje broj 6.

(f) Umnozak dvaju brojeva je nula ako i samo ako je barem jedan od njih nula.

Istinosna vrijednost 1 simbolicki zapis:
@ T (Ix)(x>50)
b T  (v)3Fy)(y>x)
(0T (vabeN)(a+b=b+a)
(d L (JabeR)(a:beR)
e T (3x)(x-3=6)
HT (YY) xy=0 < (x=0vy=0).e
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Primje 16. Sljedece predikate iskazite rije¢ima. Ispitajte njihovu istinitost.
(a) (IxeR)(x*<0)
(b) (AIxeR)(x*+1=0)
) (wxeN)(x*=9)
(d) (IxeN)(x*=9)
() (AxeN)(x?=9)
f) FxeR)(x*=9)
@) (vx,yeZ)(X¥* =y*=x=y)
() (vx,yeR)(x-y>0)=[(x>0Ay>0)v(x<0Ay<0)]

Predikat iskazan rije¢ima i istinosna vrijednost:
(a) Postoji realan broj x ¢iji je kvadrat manji ili jednak nuli. T
(b) Postoji realan broj x kojemu je kvadrat jednak -1. 1
(c) Kvadrat svakog prirodnog broja je devet. L
(d) Postoji prirodan broj ¢iji je kvadrat jednak devet. T
(e) Kvadrat samo jednog prirodnog broja je devet. T
() Kvadrat samo jednog realnog broja je devet. L
(9) Ako su kvadrati dvaju cijelih brojeva jednaki, onda su i ti brojevi jednaki. L
(h) Ako je umnozak dvaju realnih brojeva pozitivan broj, onda su oba broja pozitivna ili su

oba negativna. T

Negacija predikata

Pri negaciji predikata u kojem se koriste kvantifikatori, univerzalni kvantifikator prelazi u
egzistencijalni, a egzistencijalni u univerzalni. Simbolicki:

~ ((Vx) p(x)) < (3IX) =p(x).

Primjer 16. Negirajte predikate zadane rijeCima: (a) Svi studenti uciteljskog odsjeka vole
matematiku; (b) Neki studenti uciteljskog odsjeka znaju konstruirati pravilni peterokut.

(a) Negacija glasi: Postoji (barem jedan) student uciteljskog odjeka koji ne voli matematiku.

(b) Negacija glasi: Nije istina da neki studenti uciteljskog odsjeka znaju konstruirati pravilni
peterokut. ili bi u duhu naSeg jezika rekli: Niti jedan student uciteljskog odsjeka ne zna
konstruirati pravilni peterokut. (u nadi da se ipak radi o laznom sudu ©) ¢

Tautologija i kontradikcija

Kada izgradimo neki slozeni sud vidjeli smo da vrijednost istinitosti tog suda ovisi o istinitosti
pojedinacnih sudova od kojih je izgraden. Medutim, postoje sloZeni sudovi koji su uvijek
istiniti bez obzira na vrijednosti istinitosti pojedinac¢nih sudova. Takve sudove nazivamo
tautologijama. Je 1li odredeni sloZeni sud tautologija moze se ispitati koriStenjem tablice
istinitosti.

14



Primjer 17: Koristec¢i tablicu istinitosti ispitajte je li slozeni sud pA(pvq)< p, koji je

izgraden od sudova p i q, tautologija.

U prva se dva stupca piSu osnovni sudovi p i q te njihove vrijednosti istinitosti. Zatim se u
sljedeée stupce redom dodaju slozeni sudovi od kojih je izgraden sud cija istinitost se ispituje.
U ovom primjeru najprije je izgradena disjunkcija polaznih sudova p i q, tj. pv(, zatim
pA(pvq). Na kraju je dana

konjunkcija polaznog suda p i disjunkcije pvq, tj.

ckvivalencija konjunkcije pA(pvq) i polaznog suda p, ti. pA(pvq)< p. Tablica

istinitosti za dani slozeni sud se gradi na temelju osnovnih tablica istinitosti (definicija)
odredenih logickih operacija (Tablica 7).

P |4 |pva | palpve) | prlpve)ep
1|1 1 1 1
10| 1 1 1
0| 1 1 0 1
o|lo| o 0 1

Tablica 7. Tablica istinitosti ekvivalencije sudova

Iz zadnjeg stupca tablice 7 vidljivo je da je zadani slozeni sud istinit (sve 1) bez obzira na
vrijednosti istinitosti pojedina¢nih sudova p i1 q, od kojih je izgraden. To znaci da je ovaj
sloZeni sud tautologija. ¢

Sada mozemo ispitati istinitost formule za negaciju implikacije, tj. pomoc¢u tablice istinitosti
ispitajmo je li slozeni sud —( p=>q) < pA(—q) tautologija.

r|la|r=2a| <(p=qg) |-¢| pal=g) | ~(P=a)= pA(-q)
1 1] 1 0 0 0 1
10| o 1 1 1 1
o 1] 1 0 0 0 1
oo 1 0 1 0 1

Tablica 8. Tautologija

Dakle, slozeni sud —(p=q)<> pA(—q) je tautologija (tablica 8). Drugim rije¢ima, negacija
implikacije sudova —( p=>q) po vrijednosti istinitosti je jednaka konjunkciji p A (—q). Zbog

toga se Cesto pri koriStenju formule, izmedu ta dva suda piSe znak jednakosti (usporediti s
temom Implikacija, str. 11.).

Osim sluzenih sudova koji su tautologije, postoje slozeni sudovi koji su uvijek lazni bez obzira
na vrijednosti istinitosti pojedina¢nih sudova. Takve sudove nazivamo kontradikcijama.
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Primjer 18: Koriste¢i tablicu istinitosti pokazati da je slozeni sud (pvq)< ((—|p)/\(—|q)) )

izgraden od sudova p i q, kontradikcija.

p|qg| 2| 9| PVe | (wp)al=g) | (rve)e=((—p)A(-g))
101|010 1 0 0
10| 0| 1 1 0 0
ol1| 1] o0 1 0 0
olo| 1|1 0 1 0

Tablica 9. Kontradikcija

Iz zadnjeg stupca tablice 9 vidljivo je da je zadani slozeni sud lazan (sve 0) bez obzira na
vrijednosti istinitosti pojedinacnih sudova p i1 q, od kojih je izgraden. To znaci da je ovaj

slozeni sud kontradikcija. ¢

Pitanja i zadaci za ponavljanje i vjezbu:

ONoGa~WNE

©

10.

Objasnite pojam sud.

Kada za operaciju kazemo da je unarna, a kada binarna? Navesti primjer.

Definicija negacije, konjunkcije, disjunkcije, implikacije i ekvivalencije.

Dati po jedan primjer za sud dobiven binarnim operacijama te izvrSiti negaciju tog suda.
Objasniti de Morganove formule. Dati primjer.

Objasniti tablicu istinitosti.

Sto su kvantifikatori, a $to predikati?

Kada za sud kazemo da je tautologija/kontradikcija?

Sljedece recenice zapisite simbolic¢ki te ispitajte njihovu istinitost.

(a) Ako su realni brojevi jednaki tada su jednaki i njihovi kubovi.

(b) Nuzan uvjet da cijeli broj bude djeljiv s 4 je da bude djeljiv s 2.

(c) Umnozak dvaju prirodnih brojeva x i y jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od
njih jednak nuli.

(d) Prirodan broj je djeljiv s dvanaest ako je djeljiv s tri i Cetiri, i obrnuto.

(e) Da bi suma dvaju realnih brojeva bila nula dovoljno je da oba broja budu nula.

(f) Ako su racionalni brojevi suprotnog predznaka tada je njihov umnozak negativan broj.

Predikate zapisane simbolicki iskazite rijeCima te ispitajte njihovu istinitost:
(@ (va,beN) a-beN

(b) (vaeZ) a+0=0+a=a

(c) (vaeR) a-l=l-a=a

(d) (va,b,ceN) a-(b+c)=a-b+a-c

(e) (va,beN) a-beN

(f) (va,beR) a-b=0=a=0vb=0.
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11.

Sljede¢im izjavama napiSite negaciju:

(a) Svaki prosti broj ve¢i od dva je neparan broj.

(b) Postoji barem jedan prosti broj koji je djeljivs 7.
(c) Ne postoji prost broj djeljiv s 8.

(d) Ako je broj djeljiv s 8 onda je djeljiv i s 4.

(e) Dovoljan uvjet da broj bude djeljiv s 15 je da bude djeljivs 3 i 5.

12. Pomocu tablice istinitosti pokazite da su sljedeci iskazi tautologije:

13.

@ (p=a)=—(pr—a)

(b) ~(p=a)=(pr—a)

(©) (pva)e—(-pr—a)

(d) —(pva)e(-pr—a)

(€ (prg)e pa(-pva)

®) (pea)s((p=a)r(a=p))
@) (pv(gar))e(pva)a(pvr)
() (pA(avr))=(paa)v(par)

Ispitajte istinitost sljedecih izjava:
@ (pva)=(p~ra)

(b) (prg)e=(anp)

©) (pvp)ep

) (p=p)=p

€ (p=09)=(-a=-p)

) (pr(p=a))=q

@ (pv(pra))eq
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