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Osnovno o skupovima

Pojam skup se ¢esto koristi pri definiranju raznih pojmova: arhiv je skup starih dokumenata,
knjiga je skup medusobno povezanih listova na kojima je napisan tekst, standard je skup uvjeta
koje treba ispuniti, etika je skup moralnih nacela koja vrijede u drustvu itd. Taj pojam, kao i
njegovi brojni sinonimi koriste se i u svakodnevnom govoru: na znanstvenom skupu su
predstavljeni rezultati istrazivanja skupine mladih istrazivaca, svaki filatelist ima svoju zbirku
maraka, ove jeseni stize nova kolekcija haljina, set posuda ima akcijsku cijenu, nebom leti jato
ptica, jedna grupa studenata je bolja od druge itd. Bilo da se radi o pojmu skup ili njegovom
sinonimu, iz konteksta je sasvim jasno njegovo znacenje.

Osim $to je uporaba pojma skup Siroko rasprostranjena, taj pojam je jedan od temeljnih
pojmova i u matematici. S obzirom na jasnoéu znadenja, pojam skup se u teoriji skupova*
prihvaca kao osnovni pojam te se ne definira. Intuitivno se moze reéi da je skup cjelina nekih

objekata, a nas posebno zanimaju skupovi ¢iji objekti imaju jedno ili viSe zajednickih
svojstava. Vazni skupovi kojima se bavimo u matematici su npr: skupovi brojeva
(N,Z,Q,R,C), skupovi to¢aka (duzina, polupravac, pravac, likovi, tijela), skupovi funkcija

(realne funkcije, kompleksne funkcije, Booleove funkcije), itd.

Elementi skupa. Oznacdavanje i prikazivanje.

Za svaki objekt koji pripada nekom skupu kazemo da je element ili ¢lan tog skupa, a za skup
kazemo da sadrzi taj objekt. Oznaka da neki objekt pripada skupu je € S§to Citamo ,,je
element®, a oznaka da neki objekt ne pripada skupu je & Sto Citamo ,,nije element*.

Skupove obi¢no oznacavamo velikim tiskanim slovima: A, B, C, ... X, Y, Z, a njegove elemente
malim pisanim slovima: a, b, c ... X, y, z. Simboli¢ka oznaka za skup su vitiCaste zagrade {...}.
Opcenito, ako je A skup, onda za svaki objekt a postoje to¢no dvije moguénosti: ae Aili
agA.

Primjer 1. Promotrimo skupove A i B: A={1,2,3}, B={A,0}. Skup A sadrzi brojeve 1,213
te piSemo 1e A, 2€ A3 A ili krace 1,2,3< A. Skup A ne sadrzi npr. broj 7 te piSemo 7 ¢ A.
Elementi skupa B su A i O, ali npr. L nije element tog skupa pa mozemo pisati: AeB,OeB,
ogB.

Elementi skupova mogu biti i skupovi. Tako skup €={1,{2,3}} sadrzi broj 1 i skup {2,3} te
pisemo: 1eC, {2,3}eC. U tom slucaju, brojevi 2 i 3 nisu elementi skupa C, ve¢ su oni

elementi skupa kojeg skup C sadrzi, tj. 2,3¢C . ¢

Za skup koji nema elemenata kazemo da je prazan skup, sto simbolicki zapisujemo sa @. Jos§
se moze pisati & ={ }. Na primjer, uzmimo da je A skup svih visekratnika broja 7, koji su ve¢i
od 30 1 manji od 35. Kako izmedu 30 i1 35 nema niti jedan viSekratnik broja 7, to znaci da skup

! Utemeljitelj teorije skupova je njemacki matemati¢ar ruskog podrijetla, Georg Cantor (1845. — 1918.). Razvoj
ove grane matematike doveo je do naglog razvoja cjelokupne matematike pa neki povezuju razvoj teorije skupova
s pocetkom moderne matematike.



A nema niti jedan element, tj. on je prazan skup. No, to ne znaci da skup A ne postoji; skup A
postoji i on je prazan skup. Pigemo: A= ili A={ }.

Za svaki skup koji ima samo jedan element kazemo da je jedno¢lan skup, za one s dva
clementa kazemo da su dvoclani skupovi, za one s tri elementa tro¢lani itd. Skup A iz
prethodnog primjera je troclani skup, a skupovi B i C su dvoclani skupovi. Opcenito, skup
moze imati konacno ili beskonano elemenata pa govorimo o kona¢nim, o0dnosno
beskona¢nim skupovima.

Primjer 2. Skup A koji sadrzi sve dvoznamenkaste prirodne brojeve je konacan skup i piSemo:
A= {10,11,...,99} , gdje tri toCkice zamjenjuju sve ostale elemente promatranog skupa. Skup B

koji sadrzi sve prirodne brojeve vece od 100 je beskonacan skup 1 piSemo:
B= {101,102,103,...} , gdje tri to¢kice na kraju zamjenjuju sve ostale elemente tog skupa. Inace,

ako su tri tockice izmedu navedenih elemenata, one zamjenjuju kona¢no mnogo elemenata, a
ako su na kraju onda zamjenjuju beskona¢no mnogo elemenata skupa. ¢

Kada ispisujemo elemente nekog skupa, redoslijed nije bitan i svi elementi skupa su po
dogovoru medusobno razli¢iti. Tako npr. ako Zelimo popisati imena svih studenata u nekoj

grupi i ako vise studenata ima isto ime, onda ¢emo to ime navesti samo jednom.

Za graficki prikaz skupova koristimo se Vennovim dijagramima koji mogu biti u obliku
kruznice, elipse, pravokutnika i sl., pri ¢emu se svaki element skupa moze istaknuti tockom. Na

primjer, skupovi A= {l, 2, 3} i B= {A,O} se grafi¢ki mogu prikazati kao na slici 1.

A B

Slika 1. Graficki prikaz skupova

Vennovim dijagramima se naj¢eSce sluZimo kada na zoran nacin Zelimo prikazati odnose medu
pojedinim skupovima. Na primjer, broj 1 se nalazi i u skupu A={1,2,3} I u skupu

C= {1,{2,3}} $to graficki prikazujemo kao na slici 2.

A C

Slika 2. Graficki prikaz odnosa dvaju skupova

Za graficki prikaz odnosa izmedu Cetiri ili viSe skupova prikladniji je dijagram pravokutnog
oblika.



Zadavanje skupova. Jednakost skupova.

Za skup kazemo da je zadan (odreden) kada se za svaki objekt moze odrediti pripada li tom
skupu ili ne. Skup se moze zadavati navodenjem njegovih elemenata ili navodenjem
zajednickog svojstva svih elemenata tog skupa.

Primjer 3. Konacan skup koji se sastoji od brojeva 3, 4, 5 1 6 mozemo zadati navodenjem
elemenata: A={3,4,5,6} ili navodenjem zajednitkog svojstva tih elemenata: skup A sadrzi sve

prirodne brojeve veée ili jednake 3 1 manje od 7. Simbolicki to =zapisujemo:
A={xeN:3<x<7}ili A={xeN|3<x<7}.

Beskonacan skup koji sadrzi sve parne brojeve mozemo navesti navodenjem prvih nekoliko
elemenata B = {2, 4,6, } ili navodenjem zajednickog svojstva tih elemenata: skup B sadrzi sve
parne prirodne brojeve ili sve prirodne brojeve koji su djeljivi s 2 ili sve visekratnike broja 2.
Simbolicki: B={xeN:x=2k ke N} .

Iz primjera 3 vidimo da se elementi nekog skupa mogu opisati na razli¢ite nacine. Dakle,
skupovi mogu biti jednaki 1 kada su njihovi elementi opisani na razli€ite nacine. Opcenito, za
skupove A i B kazemo da su jednaki skupovi ako se svaki elementi iz A nalazi i u B i obrnuto,
ako se svaki element iz B nalazi i u A te piSemo A=B. U suprotnom pis§emo A= B i ¢itamo
,»A je razlicit od B*.

Primjer 4. Ako za skup A uzmemo skup svih prirodnih brojeva manjih od 10, a za skup B skup
svih prirodnih jednoznamenkastih brojeva onda su oni jednaki jer se svaki element od A nalazi
i u B iobrnuto:

A={1,2,34,56,7,89}, B={1,234,56,7,89} = A=B.

Ako uzmemo da je C skup svih cijelih jednoznamenkastih brojeva onda su skupovi A i C
razli€iti jer u skupu C postoje elementi koji se ne nalaze u A.

A={12,..,89},C={-9,-8,..01..89} = A=C.e

S obzirom da redoslijed navodenja elemenata skupa nije bitan, kada u nekom skupu
promijenimo redoslijed elemenata, tako navedeni skup jednak je polaznom skupu. Na primjer:

{1,2}={2,1} . Ako bi u primjeru 4. za skup B napisali B={9,8,7,6,5,4,3,2,1} on je i dalje
jednak skupu A.

Podskup. Partitivni skup.

Za skup A kazemo da je podskup skupa B, kada je svaki element skupa A ujedno i element
skupa B. Simboli¢ki to zapisujemo: A < B, odnosno: AcB < (V¥x)(xe A=xeB). U

tom slucaju kazemo da skup B sadrzi skup A, odnosno da je B nadskup skupa A te zapisujemo:
B o A (Slika 3).



Q:
Slika 3. Grafic¢ki prikaz podskupa i nadskupa

To nadalje znaéi da je svaki skup podskup samog sebe: Ac A. Posebno, prazan skup & je
podskup svakog skupa@ < A, ali i sebe samoga: Y .

Ako za dva skupa A i B vrijedi: A < B, onda je svaki element skupa A ujedno i element skupa
B. Simbolicki:
(AgB i aeA) = aeB

Ako za dva skupa A i B vrijedi: Ac BiB c A onda su ta dva skupa jednaka, tj. A=B.
Vrijedi i obrnuto: Ako su dva skupa A i B jednaka, A=B, onda vrijedi: AcBiBc A. Krace
piSemo:

A=B < AcBiBcA

Ako je A podskup skupa B, a skupovi A i B nisu jednaki, onda kazemo da je A pravi podskup
od B i piSemo A < B. Ako u skupu A postoji barem jedan element koji nije u B, kazemo da A
nije podskup od B i pisemo A & B. Primijetimo da nijedan skup ne moze biti pravi podskup
sama sebe, tj. Az A.

Primjer 5. Neka su dani skupovi: A ={1,2,3}, B={{12}}, C={1,2345}, D= {{1,2},3,{L2,3}}.
Ispitajmo jesu li skupovi A i B podskupovi skupova C i D.

Zadani skupovi i odnosi medu njima graficki se mogu prikazati kao na slici 4.

*{1,2,3}
B D

¢ {1,2}

Slika 4. Graficki prikaz odnosa medu skupovima

Kako je svaki element skupa A ujedno i element skupa C, zaklju¢ujemo da je A podskup od C.
Budu¢i A i C nisu jednaki skupovi, A je pravi podskup od C, pa mozemo pisati: AcC.
Medutim, A nije podskup skupa D, tj. Az D, jer A sadrzi elemente koji nisu elementi od D, tj.

1,2 A, ali 1,2¢ D. Nadalje, skup B je jednoclan skup ¢iji je element skup {1, 2}. Taj element
se ne nalazi u skupu C pa B nije podskup od C, tj. Bz C. Kako D sadrzi element {1, 2}, skup
B je podskup od D i to pravi podskup, B D. ¢



Vezu izmedu relacije ,,biti element* i ,,biti podskup* opisat ¢emo u sljede¢em primjeru:

Primjer 6. Neka je dan tro¢lani skup A= {1, 2, 3} . Njegovi elementi su brojevi 1, 2 i 3. Pomoc¢u
tih elemenata mogu se formirati novi skupovi i to: jedno&lani skupovi {1},{2},{3} i dvoclani
skupovi: {1,2},{1,3},{2,3} . Svi ti skupovi su pravi podskupovi skupa A. Kako su prazan skup i
sam skup A takoder podskupovi skupa A, svi podskupovi skupa A su: @&, {1},{2},{3},
{1,2},{1,3}.{2,3} i A.

Sada sve te skupove, tj. sve podskupove skupa A, sakupimo u jednu novu cjelinu, u jedan novi
skup. Na taj nacin, podskupovi skupa A postaju elementi novog skupa kojeg ozna¢avamo sa
P(A)i nazivamo partitivnim skupom skupa A. Zapisujemo:

P(A) ={@,{1},{2}.{3},{1,2},{1,3}.{2,3} A} .+

Dakle, partitivni skup skupa A jest skup P(A) koji se sastoji od svih podskupova skupa A.
Simboli¢ki: P(A)={X :X < A}. Drugim rije¢ima, podskupovi od A su elementi od P(A).
Vrijedi i obrnuto: elementi od P(A) su podskupovi od A. Stoga vrijedi:

XcA < XeP(A

Kako su prazan skup i skup A uvijek podskupovi skupa A, to su oni uvijek elementi partitivnog
skupa P(A):

DA = TeP(A

AcA = AeP(A

Uoc¢imo da je u primjeru 5 skup A imao 3 elementa, a njegov partitivni skup P(A) je imao 8
elemenata, §to je 2° elemenata. MozZe se dokazati da vrijedi: Ako skup A ima k elemenata, onda
partitivni skup P(A) ima 2% elemenata.

Operacije sa skupovima

U radu sa skupovima ¢esto nam treba skup koji sadrzi sve elemente promatranih skupova, tj.
skup koji je nadskup svih promatranih skupova. Takav skup nazivamo osnovnim ili
univerzalnim skupom U, a graficki ga najces¢e prikazujemo u obliku pravokutnika. Na
primjer, kada promatramo razli¢ite podskupove skupa prirodnih brojeva, univerzalni skup
moze biti upravo skup prirodnih brojeva N (slika 10).

U=N

o Visekratnici broja 3
{\\)cﬂ\ >
Q10® ,g:‘\\ &
L ¥

b

Slika 10. Univerzalni skup



Analogno logi¢kim operacijama sa sudovima, mogu se vrsiti i operacije sa skupovima. Unarna
operacija je komplement skupa (odgovara negaciji suda), a binarne operacije su unija skupova
(odgovara disjunkciji sudova), presjek skupova (odgovara konjunkciji sudova), razlika i
simetri¢na razlika skupova.

Komplement skupa

Neka je zadan skup A i univerzalni skup U, koji sadrzi skup A. Komplement skupa A je skup
svih onih elemenata univerzalnog skupa koji nisu u A. Za komplement skupa A koristit ¢emo

oznaku A° (slika 11). Simbolicki: A® ={xeWU:x ¢ A}.
U

O -

Slika 11. Komplement skupa

Primjer 7. Ako je A skup svih parnih brojeva, a univerzalni skup - skup svih prirodnih brojeva,
U =N, onda je komplement skupa A skup svih neparnih brojeva. Simbolicki:

(A={xeN:x=2k,keN} i U=N)=A°={xeN:x=2k-LkeN}.¢

Vazno je uociti da se komplement jednog skupa u odnosu na drugi skup moze vrsiti samo kada
je polazni skup podskup drugog skupa. U tom slucaju moze se koristiti druga simbolicka
oznaka. Npr. ako odredujemo komplement skupa A u odnosu na skup B, moze se pisati: C;(A)

Primjer 8. Odrediti komplemente: C;(A), C.(A), C.(B), ako su skupovi A, B i C zadani sa:
A={xeR:0<x<5}, B={xeR:0<x<7}, C={xeR:-4<x<7}.

Skup A je skup svih pozitivnih realnih brojeva koji su manji ili jednaki 5, skup B je skup svih
pozitivnih realnih brojeva koji su manji od 7, a skup C je skup svih realnih brojeva koji su veci
ili jednaki -4 i manji ili jednaki 7. Zaklju¢ujemo da vrijedi: AcB,AcC,BcC pa trazeni
komplementi postoje.

Komplement skupa A u odnosu na skup B je skup C;(A) = {x eR:5<x< 7}. Komplement
skupa A u odnosu na skup C je skup C.(A)={xeR:-4<x<0ili5< x<7}. Komplement
skupa B u odnosu na skup C je skup C.(B) ={xeR:-4<x<0ilix=7}.¢

Za operaciju komplementa skupa vrijede sljede¢a svojstva:
1. Komplement komplementa skupa je sam taj skup (Slika 11): (A )C =A.

2. Komplement skupa s obzirom na samog sebe je prazan skup, a komplement praznog skupa
s obzirom na neki skup jest taj skup: C,(A)=d, C,(D)=A.

3. Skupovi su jednaki ako i samo ako su njihovi komplementi jednaki: A=B < A° =B°.



Presjek skupova

Presjek skupova A i B je skup koji sadrzi sve one elemente koji se nalaze u oba skupa.
Oznaka je N, a zapis AN B ¢itamo ,,A presjek B<. Za elemente presjeka skupova A i B kaze se
jos da  su  zajednicki  elementi tith  skupova  (slika  12).  Simbolicki:

ANB={xeU:xeAixeB}.

|1

ANB

Slika 12. Presjek dvaju skupova

Za skupove ¢iji je presjek prazan skup kazemo da su disjunktni skupovi. Za disjunktne
skupove se jos kaze da nemaju zajednickih elemenata (slika 13).

AnB=0
Slika 13. Disjunktni skupovi
Primjer 9. Odredimo presjek zadanih skupova:

(@) A je skup svih djelitelja broja 12, B je skup svih djelitelja broja 18;
(b) C={xeR:x<5},D={xeR:x>-4};

(c) E je skup svih parnih brojeva, F je skup svih neparnih brojeva;
(d) T je trokut ABC, p je pravac (u ravnini).

(a) Djelitelji brojal12sul,2,3,4,6i12,t. A={1234,6,12}. Djelitelji broja 18 su 1, 2, 3, 6,
9118, tj. B={1,2,3,6,9,18} . Presjek skupova A i B je skup ¢iji elementi su svi oni brojevi
koji su djelitelji i broja 12 i broja 18, tj. zajednicki djelitelji brojeva 12 1 18. To su brojevi 1,
2,31i6. Dakle, AnB={1,2,3,6}.

(b) Skup C ¢ine svi realni brojevi koji su manji ili jednaki 5. Skup D ¢ine svi realni brojevi koji
su veci od -4. Presjek skupova C i D je skup ¢iji elementi su svi realni brojevi koji su veéi
od -4 i manji ili jednaki 5 (slika 14), tj. CnD = {x eR:-4<x< 5} .

\ | D

HCmD
Slika 14. Presjek skupova C i D
(c) Ei F sudisjunktni skupovi, tj. ENnF =0



(d) Trokut i pravac su skupovi to¢aka pa je njihov presjek odredeni skup tocaka. Moguce je
viSe razliCitih situacija: mogu biti disjunktni, mogu se sje¢i u jednoj tocki, a njihov presjek
moze biti i duzina (slika 15).
Tnp=Y

v v w

Slika 15. Presjek trokuta i pravca 1

TAp=EF

Primijetimo da je na slici 16 prikazan takoder tre¢i slucaj, kada je presjek trokuta T i pravca p

duZina.
A A A,
; 7 C \ 7 c \ 7 C
B B B

Slika 16. Presjek trokuta i pravca 2

Naime, pravac je neomeden, a kada ga vizualno prikazujemo, crtamo samo jedan njegov dio.
No, moZemo zamisliti njegov daljnji tok (isprekidana linija na slici 17).

Slika 17. Presjek trokuta i pravca 3

Za operaciju presjeka skupova vrijede sljedeca svojstva:

Presjek skupova je komutativna operacija:. AnB=BNA.
Presjek skupova je asocijativna operacija: An(BNC)=(ANB)NC
Presjek nekog skupa sa samim sobom je taj skup (svojstvo idempotentnosti): AnNA=A.

Presjek nekog skupa sa praznim skupom je prazan skup: AN =0
Presjek nekog skupa i njegovog komplementa je prazan skup, tj. skup i njegov komplement

su disjunktni skupovi: ANA® =g .

gk w NP
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Unija skupova

Unija skupova A i B je skup koji sadrzi sve one elemente koji se nalaze u barem jednom od
zadanih skupova. Oznaka je U, a zapis AU B ¢itamo ,,A unija B (slika 18). Kazemo da smo

skupove A i B udruzili. Simboli¢ki to zapisujemo: AUB=1{xeU:xec Aili xe B} .

Slika 18. Unija skupova

Primjer 10. Ako za skup A uzmemao skup svih parnih prirodnih brojeva, a za skup B skup svih
neparnih prirodnih brojeva, onda njihova unija daje skup svih prirodnih brojeva: AUB=N.

Ako za A i B uzmemo skupove: A={xeR:-1<x<3}, B={xeR:1<x<7}, onda je njihova

unijaskup AUB ={xeR:-1<x<7}.¢

Ako neki skup podijelimo na neprazne podskupove, koji su medusobno disjunktni, a unija svih
tih podskupova daje polazni skup kazemo da smo napravili particiju skupa. Na slici 19
neprazni podskupovi A, B i C ¢ine particiju skupa X: podskupovi su medusobno disjunktni, a
unija svih daje polazni skup X.

X

o

Slika 19. Particija skupa X

Op¢enito, particija skupa A je skup F(A) < #(A) koji ispunjava sljede¢a svojstva:
(1) Elementi skupa F(A)su neprazni podskupovi skupa A,
(2) Elementi skupa F(A) su medusobno (u parovima) disjunktni,
(3) Unija svih elemenata skupa F(A) je skup A.

Primjer 11. Particiju skupa svih prirodnih brojeva N dobit ¢emo ako za A uzmemo jednoclan
skup {1}, za B skup svih prostih brojeva, a za C skup svih slozenih brojeva. Skupovi A, Bi C
su neprazni i medusobno disjunktni: ANMB=J, AnC =0, BNC =, anjihova unija daje
skup svih prirodnih brojeva: AUBUWC =N. Dakle, jedna particija skupa N je skup
F(N) = {A, B,C} (slika 20, lijevo).

Particiju skupa svih prirodnih brojeva N imat ¢emo i ako za E uzmemo skup svih parnih
brojeva, a za F skup svih neparnih brojeva jer su tako odabrani skupovi E i F neprazni i
medusobno disjunktni: ENF =, a njihova unija daje polazni skup: EUF =N. Dakle,

druga particija skupa N je skup %(N) = {E, F} (slika 20, desno).

11



1 | Sviprosti Svi ?EO‘_?em Svi ey ni Svi neparni
' brojevi br G brojevi /  brojevi

Slika 20. Razli¢ite particije skupa N

Iz ovog primjera se vidi da jedan skup moze imati vise razlicitih particija, pod uvjetom da taj
skup nije prazan ili jednoclan. ¢

Za operaciju unije skupova vrijede sljedeca svojstva:
1. Unija skupova je komutativna operacija: AUB=BUA.

Unija skupova je asocijativna operacija: Au(BuUC)=(AuB)uUC

Unija nekog skupa sa samim sobom je taj skup (svojstvo idempotentnosti): AUA=A.
Unija nekog skupa sa praznim skupom je polazni skup: Aud=A.

Unija nekog skupa i njegovog komplementa je odgovarajuéi univerzalni skup: AUA® =U

W™

o

Unija je distributivna s obzirom na presjek: AU(BNC)=(AuB)n(AUC).
(AnB)U(ANC).

o

7. Presjek je distributivan s obzirom na uniju: An(BuUC)

Zbog asocijativnosti operacije unije i presjeka umjesto AU(BUC) i (AUB)UC moze se
pisati AUBUC te analogno, umjesto An(BNC) i (AnB)NC mozZe se pisati ANBNC. Tada

govorimo o uniji, odnosno presjeku triju skupova. Opcéenito, moze se definirati unija i presjek
od n skupova (konacno ili beskonacno). Unija od n skupovaA,A,,..., A, neN, je skup

AUA U...UA ili krace U A, koji sadrZi sve one elemente koji se nalaze u barem jednom od
k=1

zadanih skupova. Presjek od n skupova A, A,,....,A,, neN, jeskup AnA N..NA ilikrace

n
ﬂ A, koji sadrZi sve one elemente koji se nalaze u svakom od zadanih skupova.
k=1

Skupovne jednakosti dokazujemo koristec¢i ve¢ opisanu Cinjenicu: skupovi X i Y su jednaki
ako i samo ako je X podskup od Y i Y podskup od X, tj. (X <Y i Y c X) &S X =Y.

Primjer 12. Dokazimo svojstvo 6. Lijevu stranu jednakosti ozna¢imo sa X, a desnu sa Y. Neka
je xeX, ti. xeAU(BNC). Prema definiciji unije dvaju skupova, to zna¢i da je
xe Aili xe(BNC). Prema definiciji presjeka, imamo: xe A ili (xe B i xeC). Nadalje,
ako je xe A onda je sigurno xe AUB i xe AUC. Ako je xeB i xeC, onda je takoder
xe AUB i xe AUC. Dalje, prema definiciji presjeka imamo: xe(AUB)N(AUC), a to
znaCi da je xe€Y . Zakljuéujemo, X <Y . Drugi smjer, da je Y < X, dokazujemo analogno.
Prema tome, vrijedi X =Y, odnosno: Au(BNC)=(AUB)N(AUC).

Dokaz se moZe skratiti tako da se umjesto implikacija u oba smjera primijeni ekvivalencija, za
koju se u svakom koraku moze provjeriti da je istinita:
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xe AU(BNC) < xeAilixe(BNnC) <
o xeAll (XeB i XeC) &
< (xeAUB)i (xeAUC) e
o xe(AUB)N(AUC). ¢

Skupovne jednakosti se mogu ilustrirati crtanjem Vennovih dijagrama. llustracija primjera 12
dana je naslici 21.

Unija zelenog i plavog:

BMC (plavo) B A U(B hC)

Presjek dobivenih unija:

A C

A B (zeleno) AuC (plavo)

B (AUB)N(AwC)

Slika 21. Skupovna jednakost

Sa dijagrama se vidi da je osjenceni dio dobiven na temelju lijeve strane jednakosti jednak
osjenc¢enom dijelu koji je dobiven na temelju desne strane jednakosti.

Razlika skupova

Razlika skupova A i B je skup koji se sastoji od svih elemenata skupa A koji nisu elementi
skupa B. Oznaka je \, a zapis A\ B ¢itamo ,,A razlika B* (slika 22). Kazemo da smo iz skupa A

uklonili elemente koji pripadaju skupu B. Simboli¢ki: A\B={xeWU:xe Aix¢B}.

A\B

Slika 22. Skup A bez skupa B
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Primijetimo da je skup B\ A razli¢it od skupa A\B, jer B\ A zna¢i da smo iz skupa B
uklonili elemente koji pripadaju skupu A (slika 23), tj. B\A={xeW:xeBixg A}. Drugim
rijeima, razlika skupova nije komutativna operacija, tj. A\B=B\A.

B\A

Slika 23. Skup B bez skupa A

Na temelju definicije razlike dvaju skupova moze se zakljuciti da su skupovi A\B i B\ A
disjunktni skupovi (slika 24), tj. (A\B)n(B\A)=0 .

A\B B\A
Slika 24. Razlika skupova A i B

Primjer 13. Za zadane skupove A i B odredite razlike: A\B i B\ A.

(@) A={2,3,4},B=11234,5

(b) A — skup svih prirodnih brojeva, B — skup svih parnih brojeva

(c) A — skup svih visekratnika broja 3, B — skup svih prirodnih brojeva djeljivih sa 6
(d) A={xeR:x<0},B={xeR:x>-1}.

(a) Kako je A= B, kada iz skupa A uklonimo sve elemente koji pripadaju skupu B, nece ostati
niti jedan element, tj. A\B=J. Druga razlika je: B\ A={1,5}.

(b) A\B je skup svih neparnih brojeva,a B\A= jerje B A.
(c) Elementi zadanih skupova su:A={3,6,9,12,1518...},B={6,12,18,24..} pa imamo:

A\B={3,9,15,21,..} , tj. svi neparni viSekratnici broja 3. B\A= jer je B A.

(d) Skup A je skup svih negativnih realnih brojeva, a skup B skup svih realnih brojeva vecih ili
jednakih -1, te ni jedan od njih nije podskup drugoga. TraZene razlike su skupovi:

A\B={xeR:x<-1}, B\A={xeR:x>0}.¢

Pored opisanih svojstava, za operaciju razlike skupova vrijede i sljedeca svojstva:

1. Razlika jednakih skupova je prazan skup: A\A=O.
2. Razlika nekog skupa i praznog skupa: A\@=A, T\A=J.

3. Razlika skupova nije asocijativna operacija: A\(B\C)#=(A\B)\C.
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Neke veze medu operacijama unije, presjeka ili komplementa:

1. Zaskupovne operacije vrijede de Morganovi zakoni (identiteti):
(a) Komplement unije jednak je presjeku komplemenata: (Au B)C =A°NB°.
(b) Komplement presjeka jednak je uniji komplemenata: (AN B)C = A°UB°.

(c) Komplement skupa A u odnosu na skup B, koji ga sadrzi, jednak je razlici B\ A, tj.
AcB =C,;(A)=B\A (slika 25).

* Ca(A)
Slika 25. Komplement i razlika skupova

2. Jos neke jednakosti:
(@ (A\B)\C=A\(BuUC)
(b) (AUB)\C=(A\C)uU(B\C)
(c) (AnB)\C=(A\C)N(B\C)
(d) A\(BUC)=(A\B)N(A\C)
(e) A\(BNC)=(A\B)U(A\C)

Dokaz navedenih jednakosti se provodi primjenom definicija pojedinih operacija, kako je

pokazano u primjeru 12, a grafickim prikazom pomoc¢u Vennovih dijagrama mogu se uociti
ishodi tih operacija (slika 26, s lijeva: prva za (a) i (d), druga za (b), treca za (c), Cetvrta za (e)).

| @c | @C | @c | @c
B B B B
Slika 26. Ishodi skupovnih jednakosti

Simetri¢na razlika

Simetri¢na razlika skupova A i B je skup svih onih elemenata koji su elementi skupa A\B
ili B\ A. Oznaka je A, a zapis AAB c¢itamo ,,A simetri¢na razlika B (slika 27). Simboli¢ki:
AAB =(A\B)U(B\ A). Znadenje veznika ili je ekskluzivno.

@

1

AAB

Slika 27. Simetri¢na razlika
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Drugim rije¢ima, simetri¢na razlika skupova A i B je skup svih onih elemenata koji su elementi
skupa AUB, a nisu elementi skupa AnB. Simboli¢ki: AAB=(AUB)\(ANB).

Primjer 14. Odrediti simetri¢nu razliku skupova A i B, ako je A skup svih djelitelja broja 60, a
B skup svih djelitelja broja 36.

Elementi skupova A i B su: A={1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}, B={1,2,3,4,6,9,12,18,36} .
Razlike skupova su: A\B = {5,10,15, 20,30, 60} , B\A= {9,18,36} . Simetri¢na razlika je unija
tih dvaju skupova AAB=(A\B)uU(B\A), tj. skup: AAB={5,9,10,15,18,20,30,36,60} (slika
28).

Slika 28. Simetri¢na razlika zadanih skupova

I1i, mozemo odrediti uniju i presjek zadanih skupova te se simetricna razlika dobije kao razlika
tih skupova: AUB={1234,56,910,12,15,118,20,30,36,60}, ANB={1234,612},

AAB =(AUB)\(ANB), tj. AAB={5,9,10,15,18,20,30,36,60} (slika 28). ¢

Uredeni par. Kartezijev produkt. Relacije.

Vidjeli smo da pri navodenju elemenata nekog skupa nije bitan njihov redoslijed. Medutim, u
nekim situacijama je vazno znati $to je prvi element, $to je drugi element itd. Ako uzmemo dva
elementa nekog skupa te za jednog kazemo da je prvi, a za drugog da je drugi onda govorimo o
uredenom paru ili uredenoj dvojci.

Opé¢enito, uredeni par elemenata a i b zapisujemo(a,b) te kazemo da je a prvi ¢lan, a b

drugi ¢lan uredenog para (a,b). Tako imamo par rukavica (lijeva, desna), par cipela (lijeva,

desna), par brojeva na kino ulaznicama (broj reda, broj sjedala). No, kako nije isto npr. sjediti u
3. redu na 7. sjedalu ili u 7. redu na 3. sjedalu mozemo pisati (3,7)#(7,3). Opcenito, ako

¢lanovi uredenog para zamijene svoja mjesta, dobiveni uredeni par se razlikuje od polaznog
para (osim u slu¢aju kada su ¢lanovi uredenog para medusobno jednaki). Dakle, ako je a=b

onda vrijedi: (a,b)#(b,a).
Za dva uredena para (a,b) i (c,d) kazemo da su jednaka kada su im prvi ¢lanovi i drugi
¢lanovi medusobno jednaki, tj. kada je a=c ib=d.

Primjer 15. Odredite nepoznanice x i y tako da uredeni parovi brojeva (2x-1,3) i (5,7-vy)
budu jednaki.
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Kada izjednac¢imo prve ¢lanove, dobivamo linearnu jednadzbu 2x-1=5 iz koje se dobiva
vrijednost nepoznanice X=3. Izjednacavanjem drugih ¢lanova dobiva se linearna jednadzba
3=7-y pa je vrijednost nepoznanice y=4. Dakle, ako za nepoznanice x i y uzmemox=3 i

y =4, uredeni parovi brojeva su (5,3). ¢

Analogno se definira uredena trojka (a,b,c) elemenata a, b i ¢ nekog skupa, pri ¢emu je a
prvi ¢lan, b drugi ¢lan, a c treéi ¢lan uredene trojke (a,b,c). Opéenito, (a,,a,,....a,) je
uredena n-torka elemenata a,,a,,...,a,, pri ¢emu je @, prvi ¢lan, a, drugi ¢lan itd. uredene n-
torke (a,,a,,...,a, ).

Kartezijev produkt

Kartezijev (ili direktni) produkt dvaju skupova A i B je skup koji se sastoji od svih uredenih
parova, kojima je prvi ¢lan iz skupa A, a drugi ¢lan iz skupa B. Oznaka je Ax B, §to ¢itamo ,,A
puta B ili ,,A Kartezijevo B*. Simbolicki: AxB={(a,b):ae AbeB}.

Primjer 16. Neka je A dvoclani skup A={x,y}, a B tro¢lani skup B={1,2,3}. Ako su

elementi skupa A prvi ¢lanovi, a elementi skupa B drugi ¢lanovi uredenih parova, onda
mozemo formirati sljede¢e uredene parove:

(x1) (x2) (x,3).

(v.1) (v.2) (v.3)

Kartezijev produkt skupova A i B je skup Ax B ¢iji su elementi svi navedeni uredeni parovi, tj.
AxB={(x1),(x,2),(x3).(%.2).(¥.2).(¥.3)}-

Ako su elementi skupa B prvi ¢lanovi, a elementi skupa A drugi ¢lanovi uredenih parova, onda
imamo Kartezijev produkt Bx A, tj:

Bx A={(1X),(LY),(2X),(2.¥).(3.X),(3 y)}

na temelju Cega se moze zakljuCiti da Kartezijev produkt dvaju skupova nije komutativna
operacija, tj. AxB=BxA.¢

Primijetimo da je u primjeru 16 skup A imao 2 elementa, skup B je imao 3 elementa, a

Kartezijevi produkti AxB i BxA po 6 elemenata §to je 2-3 odnosno 3-2. Opéenito, ako
skup A ima p elemenata, a skup B ima q elemenata, onda ¢e skupovi AxB i Bx A imati p-q,

odnosno q- p elemenata.

Kartezijev produkt triju skupova A, B i C je skup koji se sastoji od svih uredenih trojki
(a,b,c), kojima je prvi ¢lan a iz skupa A, drugi ¢lan b iz skupa B i tre¢i ¢lan c iz skupa C.

Simbolicki: AxBxC ={(a,b,c):ac AbeB,ceC}.
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Sli¢no se definira Kartezijev produkt od n skupova A,A,,...,A,, neN, kao skup svih
uredenih n-torki (a,,a,,...,a,), kojima je prvi ¢lan a, iz prvog skupa A, drugi ¢lan a, iz
drugog skupa A, , itd. Simbolicki:

A x A XA :{(aj,az,...,an):ai eA,li :1,...,n}
Ako su skupovi pri tome jednaki, onda imamo Kartezijev produkt skupa sa samim sobom:

A% = Ax A={(a,b):a,be A}
A’ =AxAxA={(a,b,c):ab,ceA]

A" = Ax A><...><A:{(aq,az,...,an):ai eAi :1,...,n}

Skup A’ = Ax A se jo$ naziva i Kartezijev kvadrat.

Primjer 17. Ako za skup A uzmemo skup realnih brojeva R, onda je Kartezijev kvadrat skupa
R skup svih uredenih parova realnih brojeva: R> = RxR = {(X, y)ixye R} .

Ako gradimo Kartezijev produkt skupova koji su podskupovi skupa realnih brojeva R, onda se
on graficki moze prikazati u pravokutnom (Kartezijevom) koordinatnom sustavu u ravnini, pri
¢emu elemente prvog skupa prikazujemo na X-0si, a elemente drugog skupa na y-osi. Svakom

uredenom paru realnih brojeva (X, y) pridruzuje se samo jedna toCka koordinatne ravnine i

obrnuto. Zbog toga se éesto R? poistovjeéuje s koordinatnom ravninom (slika 29).

M

Slika 29. Kartezijev produkt R® u ravnini

Primjer 18. Zadani su skupovi A={-12}, B={beR:1<b<3}, C={ceR:-2<c<1} i
D={deR:2<d <3}. Odredite i graficki prikazite u Kartezijevom koordinatnom sustavu
skupove: AxB,BxA, BxC i CxD.

Skup A je dvoclan skup dok su skupovi B, C i D beskonaéni skupovi. Kartezijev produkt
skupova A i B su skupovi: AxB={(-1b),(2,b):1<b<3} i BxA={(b,~1),(b,2):1<b<3}
koji sadrze beskona¢no mnogo uredenih parova, a koji u koordinatnom sustavu u ravnini

odreduju sve toc¢ke dviju duzina. Pri tome podskup {(—1, b) :1<b < 3} < Ax B odreduje tocke
jedne duzine, a podskup {(2, b):1<b< 3} c AxB odreduje tocke druge duZine i one su
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paralelne sa y-osi (slika 30, lijevo). Nadalje, podskup {(b,—l):1£b£3}c Bx A odreduje
tocke jedne duZzine, a podskup {(b, 2):1<b< 3} — Bx A odreduje tocke druge duzine koje su

paralelne sa x-osi (slika 30, desno).

Ay Ty
('113) 3 o (213) 29--5--- )
a | L2 1(3,2)

8 ;

1] '
(-1,1) T SR (2,2) , L B X
| i i i n 3 3 —>

i Py x\ (1 _1) ! !

_1- - i - -14;—---’___._.(3,'1)
A

Slika 30. Kartezijev produkt skupova A i B

Kartezijev produkt skupova B i C je skup koji sadrzi beskonaéno mnogo uredenih parova:
BxC ={(b,c) :1<b<3,-2<c< 1} koji u koordinatnom sustavu u ravnini odreduju sve tocke

pravokutnika, bez tocCaka dviju stranica (slika 31, lijevo). Kartezijev produkt skupova C i D je
skup koji takoder sadrzi beskonacno mnogo uredenih parova:

CxD= {(c,d) 1—2<c<1,2<d< 3} koji u koordinatnom sustavu u ravnini odreduju sve tocke

pravokutnika, bez toCaka triju stranica (slika 31, desno).

Ty Ty
------------- 3‘“““‘V
E BE%1] E— 16.1) (23) (1,3)
C i
B x (2,2), (1,2)
> :
0 1 2 3 ' !
. 5 N
| C X
n L | ;
Plaal (3-2) —3 5 T

Slika 31. Kartezijev produkt skupova BxC i CxD

Opcenito, pri crtanju u koordinatnom sustavu, rub koji je ukljucen isticemo punom to¢kom ili
linijjom, a rub koji nije ukljucen isti¢emo isprekidanom linijom ili (praznim) kruzi¢em (ili bez
tocke). ¢

Za Kartezijev produkt skupova vrijede sljedeca svojstva:
1. Ako je barem jedan od skupova prazan skup, Kartezijev produkt tih skupova je prazan

skup: Ax@=0, OxB=0,0x0=0.
2. Svojstvo distributivnosti s lijeva i s desna:
(8 Cx(AuB)=(CxA)u(CxB)

(b) (AUB)xC =(AxC)uU(BxC).
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Relacije

U svakodnevnom zivotu postoje razli¢iti odnosi (relacije, lat. relatio znaci veza) medu
osobama ili predmetima. Tako se na primjer medu osobama mogu promatrati rodbinske veze:
brat, sestra, otac itd.; medu predmetima mogu se promatrati odnosi: ispod, iznad, ispred, iza
itd. Na sli¢an naCin mogu se promatrati odnosi izmedu matematickih objekata nekog skupa. Na
primjer, kada usporedujemo dva prirodna broja moze se reéi je li jedan broj veci, manji ili
jednak drugom broju, je li djeljiv s nekim brojem; za likove u ravnini moze se reci jesu li slicni
ili sukladni itd.

n-arna relacija p na skupa A je bilo koji podskup skupa A",n=2,34,..., tj. bilo koji skup
uredenih parova (n=2) ili skup uredenih trojki (n=3), itd. Posebno, kada je n=2 govorimo
0 binarnoj relaciji na skupu A. Binarnom relacijom o na skupovima A i B naziva se bilo koji
podskup Kartezijevog produkta AxB. To znadi da je binarna relacija bilo koji skup uredenih
parova, pc AxB, kojima je prvi ¢lan iz skupa A, a drugi ¢lan iz skupa B. Ako su dva
elementa acAibeB u relaciji pc AxB, onda pisemo:(a,b)ep ili apb te ¢itamo
element a je u relaciji p sa elementom b*“. U Kartezijevom produktu AxB obi¢no
odredujemo onu binarnu relaciju za koju su elementi a i b uredenih parova (a,b)e AxB

vezani nekim pravilom (formulom).

Primjer 19. Neka su dani supovi A={-1,1,2} i B={14}. Kartezijev produkt skupova A i B
je skup: AxB={(-11),(-14),(11),(14),(2.1),(2 4)} Relacuap definirana sa:

@ p={(xy)eAxB:x<y} jeskup: p={(-11).(- 1,4),(2.4)}

(b) p={(x.y)e AxB:x>y} jeskup: p={(21)}.

(©) p={(xy)e AxB:x=y} jeskup: p={(11 }

d) p={(x.y)e AxB:y=x} jeskup: p={(-11),(11),(2.4)}.

@ p={(xy)eAxB:x=y’} jeskup: p={(11 } itd. &

Na temelju primjera 19. vidimo da na Kartezijevom produktu AxB moze biti definirano vise
razlicitih binarnih relacija. Kako se najceSc¢e koristi binarna relacija, radi jednostavnosti ¢esce
se kaze samo relacija umjesto binarna relacija.

Relacije ekvivalencije

Za relaciju pc AxA kazemo da je relacija ekvivalencije (klasifikacije) ako ispunjava

sljedeca tri svojstva:

(a) Refleksivnost: svaki element a iz skupa A je u relaciji sa samim sobom: (a,a) € p;

(b) Simetri¢nost: ako je element a u relaciji s elementom b, onda je i b u relaciji sa a:
(a,b)ep:(b,a)ep;

(c) Tranzitivnost: ako je element a u relaciji s elementom b, a b u relaciji s elementom c, onda
jeiaurelacijisac: [(a,b)epi(bc)ep]=(ac)ep.
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Primjer 20. Na skupu A= {2, 3, 6,12,15} promotrimo relaciju ,biti djelitelj*, tj.
(va,be A)(a,b)e p < a|b. Kartezijev kvadrat A” sadrzi 25 uredenih parova. Od tih uredenih

parova, elementi relacije ,,biti djelitelj* su svi uredeni parovi u kojima je prvi ¢lan djelitelj
drugog ¢lana. Dakle, relacija je skup:

p={(2,2),(2,6),(2.12),(3,3).(3,6).(3.12),(3,15),(6,6),(6,12),(12,12),(15,15)}

Relacija p je refleksivna jer je svaki element iz A u relaciji sa samim sobom (svaki broj je
djeljiv sa samim sobom), tj. {(2,2),(3,3),(6,6),(12,12),(15,15)}cp. Relacija p nije
simetricna jer je na primjer 2 djelitelj broja 6, ali 6 nije djelitelj broja 2, tj. (2,6)ep, ali
(6, 2) ¢ p . Kako svojstvo (b) nije ispunjeno, ova relacija nije relacija ekvivalencije. ¢

Primjer 21. Uzmimo skup svih pravaca P ={a,b,c,d,...} ravnine z te promotrimo relaciju
,,biti paralelan®, tj. (Va, be P) (a, b) ep<allb.

Relacija je refleksivna jer je svaki pravac paralelan sa samim sobom, tj. {(a,a),(b,b),...} cp,
odnosno (VaeP)(a,a)e p < alla. Relacija je simetri¢na jer ako je pravac a paralelan sa

pravcem b onda je i b paralelan sa a, tj. (Va,beP)(a,b)e p=(h,a)ep jer alb=b]a.
Relacija je tranzitivna jer ako je pravac a paralelan sa pravcem b, a pravac b paralelan sa
pravcem ¢, onda je i a paralelan sa c, tj. (Va,b,ceP)[(a,b)e p,(b.c)ep]|=(ac)ep jer

vrijedi: (allb,b|[c)=a|lc. Buduéi promatrana relacija ispunjava sva tri Svojstva,

zakljucujemo da je relacija ,,biti paralelan® relacija ekvivalencije. ¢

U daljnjem radu cesto ¢e se koristiti operacije sa skupovima i razlicite vrste relacija.

Pitanja i zadaci za ponavljanje i vjeZbu

Objasniti pojmove: skup, element skupa, podskup, nadskup, partitivni skup, particija skupa.
Unarna operacija na skupovima. Primjer.

Binarne operacije na skupovima. Primjer.

Za koje operacije vrijedi svojstvo komutativnosti, za koje ne.

De Morganovi zakoni za skupove.

Uredeni par. Uredena n-torka.

Kartezijev produkt. Kartezijev produkt podskupova od R i graficki prikaz.

Relacija. Relacija ekvivalencije. Primjer.

Zadane skupove zapisite simbolicki te odredite koliko elemenata ti skupovi imaju:

wCoNoOR~WNE

A - Skup svih parnih brojeva djeljivih s 3,

B - Skup svih neparnih brojeva vec¢ih od 5 1 manjih ili jednakih 15,
C - Skup svih djelitelja broja 20,

D - Skup svih viSekratnika broja 4, koji su manji od 40.
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10. Presjek zadanih skupova (skupovi to¢aka u ravnini) prikazite graficki i zapiSite simboli¢ki:
(a) dva trokuta,
(b) dvije kruznice,
(c) pravac i kruznica,
(d) pravac i krug,
(e) pravac i kut,
(f) dvije koncentri¢ne kruznice,
(9) dva koncentri¢na kruga.

11. Zadani su skupovi brojeva: A=1{1,2,3,4},B={-1,0,1,2},C = {4,5}. Odredite skupove:
(a) AUB, ANnB, A\B, B\A; AAB, AAC, BAC
(b) B\(AnC), C\(ANB);
(© P(C), P(A).

12. Zadani su skupovi brojeva: A={xeZ:x>3}, B={XeZ:5<x<8} i
C ={xeN:x=2k,k e N}. Odredite elemente tih skupova, a zatim odredite i graficki
prikazite skupove:
(@@ AuB, AnB, A\B;
(b) B\(AnC), C\(ANB);
(©) Ca(B), Ci(A).

13. Vennovim dijagramom ilustrirajte ishode sljede¢ih skupovnih jednakosti:
(@ (AnB)\B=0,
(b) (AUB)\(A\B)=B,
(c) (B\A\B=y,
(d) (B\A)\A=B\A,
(e) An(B\C)=(AnB)\C,
(f) A\(BuC)=(A\B)\C.

14. Neka su A, B i C proizvoljni neprazni skupovi iz univerzalnog skupa U. Dokazite sljedece
skupovne jednakosti:
(@ An(BuC)=(AnB)U(ANC),
(b) Au(BNC)=(AUB)N(ALC),
(c) (AuB)NA=(ANB)UA=A,
(d) (AUB)\C=(A\C)u(B\C),
(e) (AnB)\C=(A\C)n(B\C),
(f) A\(BuC)=(A\B)n(A\C),
(@) AAM(BNC)=(A\B)U(A\C).
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